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Méthodologie dans |'étude d ‘un
phénomene

Lors de | ‘¢tude d ‘un phénomene, plusieurs questions
se posent, auxquelles répondent différents types de
plans. On peut distinguer 3 grandes étapes dans

| ‘acquisition des connaissances :

O Recherche des facteurs influents

® Modélisation : quand les facteurs influents ont é+é
identifiés et leur |mporTcmce quantifiée, on recherche ensuite
| 'équation permettant de décrire les variations de la réponse

étudiée en fonction de celles des facteurs influents

© Optimisation : déterminer quelles conditions
expemmen‘rales (les valeurs prises par les facteurs influents)
permettent d ‘obtenir le meilleur résultat pour la réponse



— |a recherche des facteurs
influents

Parmi tous les facteurs susceptibles d ‘influer sur le

phénomene (c ‘est a dire sur la ou les réponses
mesurées du phénomene),

- lesquels ont une influence significative ?
- que vaut quantitativement cette influence ?
- existe-t ‘il des interactions entre facteurs ?

Les plans qui permettent de rechercher les
facteurs influents sont les p/ans factoriels
complets ou fractionnaires



— |la modeélisation

Quand les facteurs influents ont été identifiés et
eur importance quantifiée, on recherche ensuite
‘équation permettant de décrire les variations de
a réponse étudiée en fonction de celles des
facteurs influents ; cette seconde étape constitue

la modélisation.

Les plans factoriels suffisent parfois. Il se peut
dans d 'autres cas que | ‘'on soit obligé de faire appel

a des plans plus complexes tels que les plans
composites centreés.



— | ‘optimisation

Pour finir, on cherche en général a déterminer

que
par
mei

es conditions expérimentales (les valeurs prises
es facteurs influents) permettent d ‘obtenir le
eur résultat pour la réponse. Cette étape ponrte

le nom d ‘optimisation

Il existe plusieurs méthodes pour ce faire ; citons,
>| ‘étude des courbes iso réponses
> la méthode du simplex



| - Géenéralités

® Pour un systeme (industriel, de laboratoire...)
dont I’état dépend de variables opératoires le
terme OPTIMISATION désigne une action qui
vise a trouver l’ensemble des valeurs de ces
variables qui entraine un etat souhaité pour le
systeme étudie.

e [es problemes d’optimisation sont tres divers du
point de vue des applications : optimisation d’un
orocede industriel, optimisation des conditions
d’emplo1 d’une methode d’analyse, optimisation
des cotits d’un service, optimisation de la
circulation dans une ville ...etc.




Exemples

e Dans une unité de production, optimiser c’est
par exemple trouver les valeurs des réglages qui
permettent d’obtenir la meilleure qualite du

oroduit fabrigue

e Dans un laboratoire de contrdle, on peut
optimiser [’analyse d 'un produit par HPLC
(réponse : surface des pics) en trouvant les
valeurs des parametres influents (pH, .
température, temps de degazage...ﬁ)qm_ -
permettent d’obtenir la meilleure sensibilite

(plus grandes surfaces des pics)



Dans tout probleme d’optimisation, il intervient 2 catégories de
variables.

e [ esvariables opératoires (x) appelees
aussi les facteurs.

Ces facteurs doivent étre de nature quantitative (ex :
pH, temperature...) et il doit étre possible de les.faire varier
a volonté (facteurs controles) dans les limites permises
par I’expérimentation.

e L|aréponse (y) dite aussi fonction de
réponse.

Ce doit étre aussi une variable quantitative ; c’est clle
qui sera dite « optimisee ». La denomination « fonction'de
réponse » indique que y doit dependre des valeurs X prises
par les variables opératoires.



e Bien que le qualificatif « état souhaité pour le
systeme » n’implique pas nécessairement la
détermination d’un extremum (on peut par exemple
etre satisfait dans certaines etudes par une réponse
y superieure a une valeur seuil predeterminge .. .),

nous privilegierons dans la suite du chapitre
l’optimisation comme la recherche d’ un
maximum (ex : rendement réaction) ou d’un
minimum (ex : cotit d 'une opération) de la
fonction de réponse y en faisant varier

convenablement les variables operatoires x (les
facteurs) pour faciliter cette localisation.




e Il s'agit donc le plus souvent de
trouver l'optimum vrai de la réponse,
soit d'un point de vue mathématique de
rechercher I'extremum (minimum ou
maximum) d'une fonction y de plusieurs
variables :

Y = f(xlo xz,.......,xn)

- Cas le plus simple : une seule variable x

- Cas le plus fréquent : plusieurs variables
opératoires, 2, 3, voire 4 ou 5
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Optimisation a une variable opératoire

e Laréeponsey est
fonction d’une seule
variable x et on
recherche la valeur
Xmax d€ X, comprise
entre les limites
expérimentales X et'Xg,
qui rend la valeur de y
optimale, ¢ ’est a dire

Ymax-
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Optimisation a deux variables opératoires

® La fonction objectif y
dépend de 2 variables x, et
X, ; elle est representee
sous forme de courbes de
méme niveau de réponse,
dites courbes d’
Isoréponses (figurées en
pointillés).

On recherche donc les
valeurs X, ., et X5, qui
correspondent a la valeur
Y max OPtimale.
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Stratégie experimentale d 'optimisation

Quand plusieurs variables operatoires X agissent sur une
réponse y a optimiser,

e La methode intuitive qui consiste a faire varier « un
seul facteur a la fois en maintenant tous les autres
constants » n’est pas efficace : elle nécessite d’une part
d ’avantage d’essais et d’autre part on risque de ne pas

atteindre 1’optimum s’1l existe des interactions entre les
facteurs

e il est recommandé de faire varier simultanément tous

les facteurs de facon organisée, a I’aide d *une
méthodologie adequate.
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La notion de surface de réponse

Les courbes d ’isoréponses
sont les projections sur le

plan [Oxyx,] de la surface

de réponsereprésentant la
variation dey en fenction
de X; et X, dans I’espaec a
3 dimensions. Notons que
150000 cette notion de surface de
réponse se généralise au
cas de plus de 2 facteurs.

[170.0-80.0

[160.0-70.0

— Le principe de toutes les méthodes d’optimisation consiste
a explorer cette surface de facon a localiser un éventuel
extremum dans un domaine expérimental donné.

14



Classification des techniques d ‘optimisation

2 grandes catégories de methodes :

e [.a méthode des plans d’expériences
méthode indirecte : modélisation puis optimisation

Deja étudiée a propos des plans factoriels, cette methode vise a
estimer 1’équation de la surface de réponse avec le modele,le plus
simple possible, necessairement ici au moins du 2eme degre
pour restituer un maximum ou un minimum. La position de
cet optimum se deduit ensuite par dérivation de | *équation et
donne les valeurs des variables opératoires.

e La methode du simplex et ses variantes
méethode directe : optimisation

L ’optimum est localisé grace a un algorithme itératif : la
progression vers celui-ci sur la surface de reponse se fait pas a

Fas, par etapes successives, sans jamais avoir a déterminer
’équation de la surface.



Il - La méthode des plans
d ‘'expériences

e Dans ce cas, il faut postuler a priori un maodele pour la
surface de réponse puis estimer son equation par la
technique statistique de régression linéaire multiple.

e [a valeur des coefficients de 1’équation ainsi que leur
précision dépendent fortement de | *organisation des

essais, d “ou la necessité de planifier les expériences.

e Parmi les divers plans mis au point par les statisticiens,
plans de DOEHLERT, plans de BOX, plans composites
centrés (PCC) ..., nous ne détaillerons que ces derniers
parce que ce sont les plus utilisés.

16



. o . Localisation MAXIMUM
Cheminement vers I’optimum 4

(cas avec 2 facteurs x1 et x2 L Plan Composite Centre
courbes d’isoréponses en pointillé )

direction optimum

NN 7 _o” équationfler degré
N . rebh b, . .
s, 32 e facteurs/interactions avec
e g effet
4@ ~/ @ 3 :
Y S . O Plan factoriel complet
O . 0 e .- (ou fractionnaire)




Quelgques précisions

e Ligne de plus grande pente.

Indique le chemin le plus rapide pour progresser
vers l'optimum

équation : obtenue a partir de I’équation du 1er
degre du plan factoriel initial

C’est une droite en I’absence d’interaction, sinon
une courbe

e Dans la suite nous supposerons avoir deja'une
bonne idée de la région ou se situe 'optimum et
realiserons directement le Plan Composite

Centré qui la couvre
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Il - 1:les modeles mathematigues

Les modeles utilisés appartiennent tous au modele
lineaire, ce qui signifie que les coefficients a; et a; de
I’équation interviennent au ler degre. Ce modele peut étre
du ler ou du 2eme degré en X.

e Le modele du ler degre (en x) : des rappéls.

Dans le cas le plus simple de 2 variables opératoires X;
et X, (plan factoriel 22) , la réponse estimée ¥ s’écrit :

Yy =Yc + aiX; + axXy + a1oX1Xo

a, et a, sont les effets principaux, a;» I’effet d’interaction
et y. la moyenne des 4 réponses, estimation de la réponse
au centre du domaine experimental.
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Validité du modele du ler degré

Dans les plans factoriels 2" chaque facteur n'est
expérimenteé qu’en 2 points , aux extrémités —1 et +1 du
domaine. Cela explique le choix empirique d'une équation du
ler degré en fonction des facteurs centrés réduits X : par 2
points , il passe une droite et une seule ; mais Il faut aussi
ajouter qu'il peut y passer une infinité de courbes
d’équations diverses ...

réponse y
modle vrai e Il est donc important de s‘assurer de la
(inconnu) . - linéarité de I'équation dans tout le
domaine en réalisant des experiences

‘K mesure a complémentaires avec un 3eme point a

modele linéaire I'intérieur du domaine. On choisit
e a Aete généralement le centre (X = 0) situe a
niveau bas égale distance des extremités

expérimentées.
0
facteur A 20




Validite du modele du ler degrée

En faisant des répétitions au centre du domaine expérimental, on

peut donc juger la linéarité de I'équation de prédiction en comparant
statistiguement

" la moyenne y, de ces répeétitions.

la réponse prédite au centre par I'équation lin€aire , égale a la

moyenne Yy des n réponses du plan factoriel 2".

Ces 2 moyennes doivent étre en théorie egales et en pratique peu differer
lorsque le modele linéaire est valide.

Et, Lorsqu’on obtient des valeurs tres différentes , s'écartant de plusieurs
fois I'ecart type , cela signifie que le modele lin€aire n’est pas valable et

qu'il faut envisager un modéle empirique plus complexe , ou les facteurs
centres réduits interviennent au 2eme degré par exemple.

Notons qu'il existe des tests statistiques d’écart a la linéarité du modele
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Exemple modele ler degré

E, , Eg et E,g sont significatifs : | iSRRIl Ul IN-0, 0
Les effets calculés ont pour valeurs

Numeériguement , pour des rendements y exprimes en % , on écrit :

Y =76,25 + 6,25 X, + 11,25 X + 1,25 X, X,

Cette equation permet de prédire les

valeurs des rendements pour des

conditions expérimentales situées a

l'intérieur du domaine exploré par le

plan. 22



Exemple : test du modele ler degre

Erreur-type : 0,45
moyenne calculée : y. = 76,25 £ 0,45 (m = S;)

6 essais au centre ont eté effectués pour lesquels la
reponse moyenne des mesures est
moyenne mesuree : y, = 78 + 0,37

Il y a desaccord entre la vraie moyenne mesurée et son éval
calcul ; un test t permet de le confirmer :

d=78-76.25=1.75 s,2=(0,37)2 + (0,45)2
S, = 0,58 (5+5=10 ddl)

t = d/ Sd = 3,02 (seuil = 2,23)

Le modéle du 1er degré n‘est pas valide ici : toutes les prévisions de
reponses sont fausses : il aurait fallu valider le modele avant !



e Le modele du 2eme degre

Le modele du ler degré ne peut pas convenir pour caracteriser un
optimum : une telle fonction ne comporte ni minimum, ni maximum.

Le modele du 2eme degre en differe par I”existence de
termes supplémentaires du 2eme degre en X :

VY = VYc + aiXg + axXp +agoX1Xe + a1X%; Hadsox?

Les coefficients a4 et ay, attaches aux carres des variables
X1 et X, sont primordiaux pour le calcul de | ’extremum:

Ce modele contient 6 parametres (en incluant yc) et un

minimum de 12 essais est donc souhaitable pour appliguer
convenablement la regression linéaire multiple.

Cette condition étant remplie, il est possible de tester |a
validite du modele, choisi empiriquement, et d’identifier
les coefficients qui different statistiguement de O ; seuls

les termes significatifs figureront dans | ’équation de la
surface de réponse.
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Il - 2 : le plan composite centre a 2 facteurs

e Les plans composites centrés ont €te congus pour assurer une
précision a peu pres uniforme des estimations de reponse Y.
dans la totalite du domaine expéerimenté, avec le plus petit
nombre d’essais possible ...

e Ces plans comprennent 3 catégories d’essais établis'de telle
sorte qu’a chaque variable X correspondent 3 niveaux :

m les essais du plan factoriel (pour2"et n=2,ily ena4)

m des essais « en etoile » par rapport aux essais precédents (au
total 2n , soit 4 pour 2 facteurs) et dont la distance a 1’origine
des coordonneées dépend de n (1,414 pour n = 2).

m des essais au centre du domaine, 3eme niveau de chague
facteur, le nombre de répétitions augmentant avec le nombre
de facteurs étudiés (pour n = 2, il est habituel d’en prendre '5).

25



Le plan composite
centré a 2 facteurs | 5 répétitions au
comporte 13 essais - centre du domaine

les 4 essais du 4 essais « en
plan factoriel 22 etoile »




La matrice d ‘experience

N° essal X1 X2

* |Les niveaux des 2 facteurs sont
exprimeés en variables centrées
réduites.

* On reconnait les 3:.categories
d ’essais : 1 a 4 pour le plan
factoriel, 5 a 8 pour €S POINISER
etoile et

* Il est fréquent que I’expérience
soit faite en 2 phases : d ’abord
essals factoriels et des essais au
centre puis les autres essais.
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Analyse des resultats

e Estimation de I’équation du modele

A T’aide de la régression lin€éaire multiple ; on ne tient compte que
des coefficients significativement differents de 0 (risque o choisi
égal a 0,05 ou plus souvent 0,10).

e Localisation de I’extremum : par calcul, en dérivant,y par
rapport a X, (a X, constant) puis par rapport a X, (a x; constant) et
en recherchant la valeur du couple [X4, X»] qui annule les 2
deérivées.
Lorsque I’extremum calculé est en dehors du domaine
expéerimental (x; et/ou x, > 1,414), il faut refaire une autre
expérimentation : il ne faut jamais extrapoler hors du domaine.

e Validation : la prédiction de I’optimum est mathématique, a
I’aide d *un mode¢le empirique... Il est indispensable de faire
I’essai a cet optimum suppose : la réponse mesurée doit
correspondre a celle qui est prédite.

28



Visualisation des résultats

Diagramme.de surface de réponse
On voit que lareponse passe par un
maximum, mais ce type de graphe
est difficile a exploiter

;;""'“' A\
80.0 il ' ..“\\\\
rendement . ’ \\\\\\‘\\
70.0 /” ‘\
n!j'gt?;‘\\\\\\ \

I

i y :- s
‘f[t!l’ lmﬁl'!:i

Diagramme des courbes

sy  (’isoreponses

o0 Projection du graphe précedent (vue
du dessus)

Commode pour visualiser la region
du maximum avec les courbes de
niveau
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Exemple d "application (exercice 1)

e |l s ’agit del ’étude de la stabilité d "une émulsion de
composition donnée, fabriquée avec un broyeur colloidal.

Les 2 facteurs x étudiés sont :
e la largeur de | ’entrefer (centre 1,25 mm)
o la vitesse du rotor (centre 750 t.min?)

e L ’objectif de 1 ’experimentation est d ’obtenir une réponse
y (la stabilité, mesurée en points d ’indice) optimisée, qui ne
se definit pas ic1 comme I’estimation d “un extremum mais
se caracterise par la recherche du domaine expérimental tel
que cette stabilité soit au moins egale a 90 points.
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1ére phase : plan factoriel 22

La correspondance entre les valeurs centrées reduites des

niveaux des facteurs et les valeurs réelles expérimentées sont

les suivantes :

e Largeur entrefer (x;)

X reduit
-1,414 =
1 =
=
+1 =

valeur
0,50 mm
0,71 mm
1,25 mm
1,79 mm

= 2,00 mm

e Vitesse du rotor (X5)

X réduit
-1,414

valeur

600 t/min
643 t/min
750 t/min
857 t/min

= 900 t/min
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e Lesreponses des essais 1 a 4 permettent de calculer les
coefficients (les effets) du plan factoriel :

d; = -8,25 Ao = 7,25 Ao = -1,25 et Yc = 85,25

L ’erreur type d un coefficient est g = 1,5 (puisqu *on
sait que oy = 3). Un coefficient est significatif si sa valeur
absolue dépasse 2cg, soit 3. L ’interaction n ’est'donc
pas significative. L’équation s ’écrit :

y = 85,25 - 8,25x, + 7,25xX,

e Les 3 repétitions au centre (5 a 7) permettent d *obtenir
une mesure directe de la réponse au centre du domaine
par sa moyenne : yo = 72,67.

La différence entre cette moyenne et 1’estimation Yy¢
donnée par le modele (12,58 ) est tres grande par rapport
a la dispersion des mesures : le modele du ler degré ne
convient pas.
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2eme phase : plan composite centré

e L ’expérimentation a ensuite €té completeée par 4 essais en
etoile et 2 nouvelles répétitions au centre ; on dispose alors
des 13 réponses du plan CC. On ajuste ensuite une équation du
2eme degré comprenant 6 coefficients (cf 12) au moyen de la
régression linéaire multiple. Les résultats sont les suivants :

coefficient : erreur t de degré de
nature valeur
& | 925|093 | 999 | 210°
an | 720 | 099 | 7,34 | 210" _
| a» | 629 | 099 | 633 | 410"

Seule ’interaction a1, n’est pas significative
D 8
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e L’estimation de I’equation de la surface de
reponse apour expression :

y =72,80 - 9,25x4 + 6,63X, + 7,29x2; + 6,29%2,

Sa representation graphique est une surface paraboloide
qui presente une concavite dirigée vers le bas (la fonction
présente donc un minimum).

e Validite de cette équation. Elle est examinée de 2
facons :

e par I’étude des résidus individuels bruts (écart entre valeur
mesureée et valeur estimée) ou mieux par les résidus
normalisés ; ces derniers doivent en principe étre
inférieurs a 2. Supérieur a 2,5, un résultat devient suspect.
Dans I’exemple étudié, aucun résidu n’est suspect.

e par un test global d’adéquation du modele utilis¢ aux
données mesurees, inclus dans 1’analyse de variance de la
régression. Ce test est effectué par Minitab (lack of fit).
Dans I’exemple, il est loin d’€tre significatif (P = 0,47).
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e Utilisation de I’équation

Elle permet le calcul de la stabilité previsible y pour des
valeurs données des 2 variables operatoires.

Pour x; =0,8 mm X; =(0,8-1,25) /0,54 =-0,83
X, =800 t /min X, = (800 — 750) / 107 = +0,47

Dans I’équation précédente, en remplagant X, et Xz parleur
valeur, on obtient :

§ # 90

Il ne s’agit certes que d’une prévision et non d’une
mesure. Mais on peut considerer que celle-ci est fiable
dans la mesure ou le point est a ’'intérieur du domaine
expérimental et ou l’équation du modele est valide.
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Détermination du domaine [x1, x2] tel que y > 90

e Par un tableau a double entrée (une grille) comportant
en lignes et colonnes marginales des valeurs
régulierement espacees de x; et X, (les mailles) et a
I’intérieur du tableau les valeurs des stabilités prédites Y
obtenues par calcul au moyen de I’¢quation. Ce tableau
peut servir a presenter les couples possibles pour x; et X3

e Par un graphique 3D représentant les données du
tableau, soit la surface de réponse elle méme mais ce
graphe est difficile a exploiter, soit mieux sa projection
sur le plan [Ox, , Ox,] qui donne le réseau de courbes
Isoreponses. Celui-ci fait apparaitre le domaine pour
lequel la condition de stabilité y > 90 est satisfaite, ainsi
que le montre le graphe suivant. [}



Tableau permettant de predire les conditions de vitesse de
rotation et de largeur d ’entrefer donnant une stabilité > 90

points stabilité supérieurs a 90
Vitesse de Rotation (t'mmn)
largeur entrefer (mm 1.4 -12 -1 08 -0k 04 072 0 02 0.4 D& 0.8 1 1.2

600 622 643 664 686 707 /29 /50 /71 793 814 836 857 878

-1.4 049 103.1) 101.1] 997 98.8 98.3 984 99.0 100.0 101.6) 103.7 106.3 109.4 113.0 117.0
-1.2 060 974 955 941 931 927 927 933 944 9.0 98.1 100.6 103.7 107.3] 1114
-1 0711 924 904 B0 88T &FE BFF B83 893 90.% 930 956 980 1023 106.3
0.8 082 879 860 845 836 832 B3Z2 838 849 864 885 911 9420 978 1019
0.k 093 &40 827 806 797 7R3 7953 799 &10 826 846 872 903 939 930
0.4 1.03 8.7 788 773 7F64 760 F60 F66 Fr7 7920 813 B39 8700 906 947
-0.2 114 780 780 746 737 732 F353 739 749 JE5 786 812 843 879 920
a 1.25 758 739 725 A5 AT A2 A7 728 744 7650 7900 827 857 898
0.2 1360 745 7253 709 700 685 696 F02 A2 FEE F49 775 B06| 842 BB3
0.4 147 733 74 689 690 686 656 692 J03 718 739 765 796 B83Z| 873
0.6 1.57 729 70 635 6386 682 652 658 699 J15 735 JET 792 828 869
0.6 1.68 7371 72 637 6886 683 654 890 F07 A6 737 763 794 830 577
1 1.79 739 719 J05 696 687 692 698 Jl8 FR4 745 AT B0Z| 835 BRE
1.2 190 752 733 /A8 F09 F0s F05 AT F220 F3E8 59 FB4 815 85T 892
1.4 201 7r2 752 738 FR9 724 FRH 734 744 7Y FR8 804 835 8500 911




Courbes d'isoréponses

vitesse rotation

(tr8ob
~} 878
857
836
814
793
771
750
729
707
686
664
643
622
! 600

™ <t © N~ o
52 i ™ Lo ™~
o — — — —

largeur entrefer (mm)

Stabilité

M 120.0-130.0
0110.0-120.0
W 100.0-110.0
00 90.0-100.0
00 80.0-90.0

@ 70.0-80.0
060.0-70.0




Il - 3 : le plan composite centre a 3 facteurs

e Ce plan étudie I’influence de 3 facteurs (X1 , X5 , X3) Sur
la réponse y a optimiser.

e Il comporte 3 catégories d ’essais :

e les essais du plan factoriel : 8 aux sommets du cube
de cote 1.

o Les essals « en étoile » : 6 points situés sur les 3 axes,
1 par face du cube, situes tous a la méme distance de
| *origine , égale a o = 1,682 en variable réduite.

e Les essais au centre : il faut préevoir 6 répetitions

pour que la precision des estimations soit a peu pres
constante dans le domaine expérimental.

Au total 20 essals
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Le plan composite
centré a 3 facteurs
comporte 20 essais

6 repetitions au
centre du domaine

6 essais « en étoile »

les 8 essais du plan
factoriel 2°
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L ‘equation du modele

e Elles ’écrit:
Y = Yc + ai;Xy + axXo + azXg + a;oX1Xo
+ Q13X1X3 + A3XoX3 + A11X%; + AxpX?)
+ A33X?3

e Noter qu’on tient compte des 3 interactions d ’ordre 2
(ai2 , a13 et ay3) mais pas de | ’interaction d ’ordre 3.

Au total, ce modele comporte 10 parametres a estimer.

Comme | ’expérimentation comportera 20 réponses, la
précision des estimations sera convenable (n = 2p).

e Dans I’équation numerique d *une experimentation, on ne
tient compte que des termes dont le coefficient est
significativement différent de 0.

41



Analyse et interprétation

e Quand les 20 reponses y sont connues, il faut :

1 - calculer les coefficients a;; du modele au moyen de la
régression lineaire multiple. Ne retenir dans | *équation que
les termes dont le coefficient est significativement différent
de O.

2 - Déeterminer par calcul les valeurs des facteurs reduits
qui rendent la réponse y optimale (dérivation) a | ’aide de
I’€équation précedemment déterminée. Transformer ces
valeurs réduites en valeurs reelles.

3 - Effectuer les repréesentations graphiques, surtout les
courbes de niveaux en prenant les variables 2 par 2.

4 - Faire un ou plusieurs essais de confirmation a
I’extremum pour valider les conclusions.
42



Il - 4 . exemple d "application (exercice 2)

e [l s’agit de déterminer les conditions expérimentales d’une
réaction chimique, pour la préparation d’un principe actif
médicamenteux, qui assurent le rendement de réaction le plus

eleveé possible.

e 3 facteurs sont étudiés .

e X1 est le rapport molaire de triethylamine Etz;N / M ou My
designe la matiere premiere de départ.

e X, est la temperature 6, a laquelle est introduit un réactif M»
agissant sur M.

e X3 est le rapport molaire de M, / M.

La recherche du maximum de rendement y est effectué au

moyen d ’un plan composite centré, soit 20 essais. -



Matrice d ‘experiences

Le tableau suivant permet de determiner les conditions
expérimentales a réaliser

facteur Valeur au centre | Pas de variation
du domaine

Les valeurs centrées réduites X; , X, et X3 qui
Interviennent dans le plan sont reliées a ces valeurs

L SN s R s
' 05 © 8 > 05
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n° essai Xl Xz X3 mesure y

25
7
67
85
69
63

OINOODWIN|F

0
0
0
0
0
0
0
0
0
0

Les 8 essais du plan factoriel
Les 6 essais en étoile Les 6 répétitions au centre




Résultats de la regression linéaire multiple

valeur degré de
deS|nat|on coeff|0|ent erreur-t pe statlstluet S|n|f|cat|on

constante 84 925 5. 64 15. 06 3 37x10™

| a | -8228 0.053
-1.598 0.678
26.074 3.86x10"

471107

En rouge, les coefficients significatifs au risque oo = 0,10 .
L ’équation ne dépend que de X; et X5 et s *ecrit :

y = 84,925 - 8,23%X; + 26,07* X3 -18,54*X?; - 13,95* K43
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y = 84,925 - 8,23* X1 + 26,07* X3 -18,54*X?; - 13,95*X?,

Détermination de | ‘optimum

—> La dérivee de y par rapport a X; a pour expression :
dy/dX; = -8,23 - 2*18,54*X,

elle s annule pour X1 ax = -8,23 /37,08 =-0,22

—> La deérivée de y par rapport a X a pour expression :
dy/dX3 = 26,07 - 2*13,95*X3

elle s annule pour X3max = 26,07 /27,90 =0,93

La valeur yax préevisible pour ces valeurs optimales de X; et
X3 est calculée par 1’équation :

ymax = 9810
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Surface de reponse
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Courbes d ‘iso-réponses

NINN

PO LT LTSy
l==l“

L-\ Ih.ss

III.- Illll-:'ll 1

rendement

[ 90.0-100.0
[180.0-90.0
[J70.0-80.0
[160.0-70.0
@ 50.0-60.0

optimum
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% -1 X3-1

X, === X, ==

Y05 05
Une remarque pour terminer Xymax = -0.22
que b Xy = 0.93

3max

e Les conditions opératoires reelles qui maximisent le
rendement sont :

x; = 0,89 rapport molaire Et;N/ My

x3=1,47 rapport molaire M, / M,

la tempeérature x, n ’a pas d’influence
Le rendement estimé est Y max = 98,0

Il est absolument nécessaire de faire I’expérience dans
ces conditions afin de vérifier que la mesure
expérimentale du rendement est en accord avec ce qui
a ete predit ...
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Il - 5 : apercu sur les plans de Box-Behnken

e ][l existe d’autres plans possibles pour localiser un optimum
et qui correspondent a des essais differents de ceux des plans
composites centres.

e Les plans de Box-Behnken, qui figurent dans le logiciel
Minitab, sont des plans économiques comportant moins
d’essais que le plan composite centré correspondant au méme
nombre de facteurs pour localiser un optimum ; par exemple
pour 3 facteurs, 1l n’y a que 15 essais a réaliser au lieu de 20.
Il s’analyse par la régression liné¢aire multiple comme le
PCC. Du point de vue statistique, ces plans sont moins srs
et couvrent un domaine experimental moins étendu que le
plan composite ainsi que le montre le schéema ci-apres :



plan de BOX-BEHNKEN
a 3 facteurs

12 points sont
repartis a la
surface du cube :

4 sur la face k : 3 répetitions au
Xi1=-1 4 ! centre du domaine

4 sur la ! Soit,
section :

au total 15 essais

X1=0 4 sur la face
Xi1=+1




11 - La méthode du simplex et
ses variantes

e Inventée par SPENDLEY en 1962, cette méthode consiste
a se deplacer pas a pas sur la surface de repense grace a
un algorithme itératif, sans jamais avoir a determiner
I’équation liant la réponse y aux variables opératoires X.

e Une comparaison imagee : la progression vers | ’optimum
se fait un peu comme celle d ’un alpiniste perdu dans'le
brouillard, qui disposerait d’un altiméetre pour savoir s ‘il
monte ou descend (traduire la réponse augmente ou diminue)
et d’une boussole qui lui indique 1a direction ... muni de ces
2 Indicateurs, il essaie de trouver le sommet le plus
rapidement possible.
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[11 - 1 : description succincte de la méethode

e La méthode repose sur la variation simultanée des k
variables opératoires x de | ’expérimentation.

Un simplex est un ensemble de points déterminés de
facon a former un réseau : figure geométrique ak + 1
sommets equidistants d’un point central dans un espace a k
dimensions. Dans le cas de 2 variables le simplex est un
triangle équilatéral ; dans le cas de 3 variables, le simplex
est un tétraedre régulier ...

e Le démarrage de la methode consiste a effectuer un premier
simplex, choisi au hasard, soit k + 1 essals qui permettent de
récolter autant de reponses y ; elles sont alors triees par
ordre croissant.
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e La progression vers | optimum se fait essai apres essai en
supprimant de I’expérimentation effectuce la réponse la plus
mauvaise et en la remplagant par un autre point situ¢ a I’oppose de
celul-ci sur I’axe passant par le centre de gravité de autres points de
facon a obtenir un nouveau simplex. Ce nouveau point est
experimenté et les k reponses y comparées comme précédemment
pour voir quelle est la nouvelle plus mauvaise réeponse a eliminer et
quelle nouvelle direction prendre. Le procéde est répéte jusqu’a
I’obtention d une réponse satisfaisante.

e La régularité du simplex permet de ne privilégier aucune
direction. La methode permet des changements successifs de
direction. La logique de la démarche est qu’en se déplagant dans la
direction opposée au plus mauvais résultat, on va ameéliorer la
réponse et finalement atteindre | ’optimum.
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1l - 2 : le simplex a 2 variables

L’étude porte sur 2 facteurs quantitatifs x; et x, agissant sur
une reponse y. Comme dans les plans expérimentaux, ces
variables opeératoires doivent étre reduites.

e Soient x1g et xog les valeurs réelles des niveaux des
facteurs au point de départ.

e Ax; et Ax, les pas de variation des facteurs choisis
pour faire progresser les variables

Les valeurs réduites X; et X, des 2 facteurs utilisées dans le
simplex initial sont liées aux valeurs réelles par :

Xl_xl_xlo Xz_xz_xzo
AX AV
Les coordonneées des 3 points du simplex initial sont : (0, 0)
(g, p) et(p, g)comme le montre le schema suivant :
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Le simplex initial dans le cas de 2 variables X; et X

1ére bissectrice

Les 3 premiers points experimentés sont
aux sommets d ’un triangle équilatéral
de cote egal a 1 en variables réduites.

Le triangle est orienté de telle sorte que
| *origine des axes est un sommet,ct que
le centre du triangle soit sur la 1ere
bissectrice.

Les coordonnées des points B et C sont
telles que P = 0,966 (cos 15 °C) et
g = 0,259 (sin 15 °C)

>

X1
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Regles d 'evolution du simplex

Regle n°1

Le point le plus mauvais (du point

de vue reponse y) est remplacé par
son symétrigue par rapport aux 2
points restants.

Supposons que le point O soit le plus
mauvais, on en prend le symétrigue par
rapport a G le milieu de BC . On notera
R ce point refléchi.

Le nouveau stmplex

> aconsidérerest
X4 [B,C,R]
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Dans ce nouveau simplex de progression vers
I’optimum, Il N’y a qu une mesure de y a effectuer,

celle de R. Il faut donc :
e calculer ses coordonnées réduites X; et X,

e en deduire les valeurs x; et x, des 2 variables
opératoires en unités de chaque grandeur:

e effectuer I’experience et mesurer YR .

Le simplex [B,C,R] peut alors étre analyse de la
méme facon que le premier, en comparant ses 3

reponses.

Cette opeération est réitéree et conduit a des simplex
successifs en recherchant a chaque fois la plus
mauvaise reponse.
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Une exception a laregle 1 :

e Dans | ’application de cette régle 1 de progression vers
| *optimum, il faut aussi comparer la reponse yr a celle yw
de son symétrique W du plus mauvais point dansle
simplex précedent (W signifie mauvais, en anglais worst).

e Lorsque yg est plus mauvais que Yy, il est évident que la
direction W—R n’est pas une bonne direction pour trouver
I’optimum. .. Il faut repartir du 2eéme plus mauvais point
(noté N) du simplex précedent et prendre son symetrique
par rapport a G milieu de WB comme | ’indique le schéma
suivant.

60



lllustration : dans la recherche du maximum de la réponse y, le
simplex actuel est [W,B,N] et les 3 réponses sont connues.

R’ SI Yr: > Yy , On est dans la bonne direction et on
continue en prenant le symetrique de W ; sinon

le maximum se trouve aux alentours de B.
B yg =065

C’est la procédure
normale : regle 1.

.
.
.
5
5
e ceeecaecstcssessscssecsadoscccsccsccccdlocccccccccccccscessccsccsscsssssssannsas R

Yy = 50 Yyr =43 !

O?repart du 2eme

N yy=956

plus mauvais point.

Le maximum ne se situe pas vers R
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Regles d’évolution du simplex (suite)

Regle n°2

Lorsqu’un méme point apparait dans K + 1 simplex
successifs sans étre élimine (les simplex tournent autour de
ce point pivot), cela signifie que, soit la reponse en ce point
est entachée d’une erreur de mesure, soit que ce point pivot
est proche d’un optimum.

Il faut donc effectuer a nouveau [’expérience en ce point ; si
la mesure est confirmée, la procédure normale continue.
Sinon, il faut reprendre les simplex précédents pour
redefinir ’orientation.
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[llustration de la regle 2~ Apres 3 simplex (k = 2), le point rose
n’est pas encore ¢liminé : une 2eme

mesure de ce point s’impose.

Le point rose avait eté correctement Le point rose a eté surestime

mesuré : ’évolution des simplex (55 et non'68). Les simplex
continue selon la direction R. éevoluent selon la.direction R.

2eme mesure :

2eme mesure :
y =67 y =935




Regles d'evolution du simplex (fin)

Regle n°3
Lorsque le symetrique du plus mauvais point dans un simplex
est egalement le plus mauvais point dans le simplex suivant,

— on prend le symetrigue du 2eme plus mauvais point.

Remarque. Cette régle est également appliquée lorsqu’il existe
des contraintes expérimentales : le calcul du point reflechi peut
en effet conduire a des conditions experimentales irréalisables

en pratique. Une concentration a une limite (solubilité), une
temperature peut en avoir une (decomposition du produit). ...etc.
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[llustration de la regle 3 : le simplex actuel est [W,B,N] et

les 3 réponses sont connues.

R’ nouveau simplex [BWR’]

Impossidle
W ................................................. R d,eXpérimenter
| au point R

Yw = 48

Les conditions
N yy=233 sont
On repart du 2éme irréalisables

plus mauvais point.
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Arrét de la procedure des simplex

e La progression est arrétée lorsque 6 simplex successifs
autour d *un méme point pivot forment un hexagone :
| >optimum se trouve a | ’intéricur de 1 "hexagone.

e Soit on considere que les reponses sont suffisamment
voisines pour gque la zone caractérise | *optimum.

e Soit on cherche a le cerner mieux en redemarrant une
procédure de simplex avec un pas plus petit ( diminution de
la moitiée ou du quart), soit on fait un plan composite centre

sur le domaine hexagonal.

= .



[llustration :

3 73%

Et ensuite ?

La procéedure est terminée :
le sSimplex suivant
consisterait a prendre le
symétrique de 8 (regle 3),et
on retomberait sur le point 4
déja experimente.

L ’hexagone se refermerait.
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Exemple d "application

e Exercice déja etudie a propos des plans
composites centres (Il - 5) concernant le
rendement y de réaction en fonction de 2

variables operatoires :
e le rapport molaire de Et;N / M4 (noté x;)

o le rapport molaire de M, / My (noté x,)

® | es calculs des conditions opératoires en valeurs
réelles pour les essais successifs sont détailles

dans le polycopié.
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ler simplex : le point O
La procédure est 2eme simplex : le point
terminée : le 3eme simplex : le point
maximum se 4éme simplex : le point
. t;:‘“uve . 5éme simplex : le point
a)
(CLERIL T BT 6eme simplex : le point
Y 7 [5,7,8] . -~
85% 7/eme simplex : le
nouveau point 8 est le

plus mauvais: le 2eme

plus mauvais (7) est
remplacé par son
symétrique (le point 9)

Regle 3.
faut vérifier ce point 5,
Regle 2.

La mesure donne a
nouveau y = 86% : le point
etait correct. La procédure
continue




11 - 3 : la méthode du simplex dans le cas
de plus de 2 facteurs

e [a méthodologie est généralisable lorsqu’on a plus de 2
facteurs intervenant dans | ’optimisation. La stratégie est
la méme : mémes regles de progression, calculs
analogues a ceux vus a propos de 2 facteurs.

e Simplement le réseau de points qui forme un simplex est
plus complexe et les coordonnées réduites p et g sont
différentes de 0,966 et 0,259 et fonction du nombre k de
facteurs. Par exemple, dans un simplex a 3 variables
opératoires, le simplex est un tétraedre régulier pour
lequel p = 0,943 et g = 0,236, illustre ci apres :
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Evolution du simplex dans | ’espace a 3 dimensions

R
R9
2zeme | /AN
Simplex | / | \
3eme
W’ Simplex

Simplex
Initial
(4 points)

Et le processus continue ..

W (le plus mauvais des 4 points)




11 - 4 : le simplex modifié (Nelder et Mead)

e Le simplex a pas fixes nécessite de bien choisir son pas ;
s’1l est trop petit, il faudra de nombreuses expériences
pour obtenir I’optimum ; si le pas est trop grand, la
localisation de I’optimum est peu précise.

e Pour remedier a cet inconvenient, Nelder et Mead (1965)
ont proposé Un simplex a pas variable ou il
intervient en plus de la réflexion R, la possibilité

d *expansion E et de contraction C selon les
valeurs des réeponses.
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* Siyg > Yg — expansion (E) et simplex suivant : [N,B,E]

* Si Yr < VYg et yr > YNy — Simplex suivant normal : [N,B,R]

* Si Yr < VYn et yr > yw — contraction (Cg) etona: [N,B,Cg]

* Si Yr < VYn et Yr < Yyw — contraction (Cy) eton a: [N,B,Cy]

Direction A B a4 Direction suivante

suivante T Direction suivante
Mesure du
| SX S R E point'R comme
i Cw\ % |G ./ Cr pour un simplex
normal ()
N\

W : point donnant la plus mauvaise réponse (Worst)
N : le second plus mauvais point (Next Worst)
B : point donnant la meilleure réponse (Best) e



[llustration du fonctionnement du simplex a pas variable

— contracti

d ’ou le

0
Y3 > Y, (B) = expansion vers 4 X1



11 - 5 : optimisation dans le cas d 'un seul
facteur - methode Uniplex

e Dans le domaine experimental [xa , xg] de la variable
opératoire x dont depend la réponse v, il s *agit de localiser la
valeur xy, donnant | ’optimum de V.

e Au deépart, il faut réaliser 2 essais situés vers le milieu du
domaine, pas trop rapprochés | un de 1 ’autre pour donner2
réponses différentes, ce qui permet de savoir dans quel sens se
diriger.

BEIRE! repherche Voo < VYa
d un maximum : >
1 . . I
XA X0 X1 XB
Yxo0 > Y1
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® Divers algorithmes ont été proposés : methodes du nombre
d’or, méthodes de Fibonacci qui explorent | ’intervalle [xa , xg]

par domaines successifs selon un protocole defini a | ’avance.

Un écueil pour ces 2 methodes est constitué par la qualite de la
mesure de la réponse y : une erreur experimentale risque

d ’inverser la direction supposée de 1 *optimum et ceci
definitivement puisque 1’évolution est fixée a 1 avance.

® || est souvent préférable d ’utiliser la méthode Uniplex qui
ne présente pas cet inconvenient. Cette méthode correspond'a
celle du simplex pour lequel k = 1 : le simplex initial est
constitue par 2 points et lors de la progression vers | ’optimum,
Il y a possibilité d expansion et de contraction en plus de la
réflexion des points (simplex modifieé).
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Regles de progression de la methode uniplex

Choix de xg et Ax Mesure des 2 points Réflexion : R
= simplex initial : 2 | | W le plus mauvais symeétrigue de W
points B le meilleur (yg > yyw) | |Par rapporta B
X0 Xo t Ax X
@ @ @ @ @ O
W Cw B Cr R =
Yw  Yew yB YcR YR Ye

O Si yr > yg —> expansion vers E. Simplex suivant : BE

® Si yr <ypetyr > Yyw — contraction vers B (Cr). Simplex
suivant : BCg Si Ycr > YR OU BR Si Ycr < YR

© Si yr <yw — contraction vers W (Cyy). Simplex suivant:
BCy SI Ycr > Yw. Sinon verifier la mesure yg.
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Exemple d "application

Optimisation de la fraction molaire x d "un constituant pour obtenir
le rendement de réaction y % le plus éleve possible. L incertitude
sur une mesure de rendement est de 2%.

On part de x; = 0,25 avec un pas Ax = 0,40 ; on a donc x, = 0,65
Le 3eme point a pour fraction molaire x; = 1,05 (0,65 +0,40)
Comme y3< VY, etys> yq, 0nax,= 0,85 (milieu de 2-3)

Le point suivant est x5 = 0,75 (milieu de 2-4)

L’optimisation est terminée : les rendements ne different plus.

1 0,5 2 5 4 1 3
o— — oo @ o> x
32 % 47% 50% 51% 43 %

\ﬁ




e Une remarque importante

Le choix d 'une fraction molaire x; comprise entre 0,75 et
0,85 assure le rendement de réaction le plus élevé (environ
50 %), mais 1l faut ajouter que 1’optimum déterminé ne
concerne que ce facteur ... pour les conditions
experimentales choisies.

Car cet optimum détermine n’a d’intérét pratique que si ce
facteur est seul a agir sur le rendement y ou s’il n ’existe pas
d ’interaction(s) entre les facteurs.

Dans le cas contraire, les autres facteurs doivent étre
maintenus constants lors des essais successifs ; ajoutons qu’

on ne peut pas préjuger de la valeur optimale de ce facteur
quand on fera varier les autres facteurs.
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11 -6 : La méthode « 1 seul facteur
variable a la fois »

e Iinventee par FRIEDMAN et SAVAGE, cettexmethode
Intuitive consiste a faire varier un facteur a la foispa. le
fixer a sa valeur optimale puis a rechercher
successivement 1I’optimum pour les autres facteurs.
Pour 2 facteurs et en 2 étapes, cette méthode ne
permet pas d’atteindre 1’optimum s’1l existe une
Interaction entre les facteurs, comme le montre le
schéema suivant :
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lere phase : variation de x4 a X, constant
2eme phase : variation de x, a x4 constant

Pointde |[—
départ

Maximum
obtenu en

faisant
varier X

X2

Maximum
déterminé ||—

l I

X1
Le maximum déterminé est tres loin du max vrai ...

Ce n’est pas une procédure a recommander.

Maximum
B obtenu en
faisant
varier X,




e Pour que la méthode de Friedman soit applicable en
pratique et donne confiance dans 1’optimum déterming, 1l est
nécessaire apres 2 étapes de refaire varier X, pour rechercher
un nouvel optimum, puis a nouveau X et reitérer ce
processus autant de fois qu ’il le faut jusqu’a ce que la
réponse n’augmente plus...

Cette methode présente ’'inconvénient de réclamer un
grand nombre d ’essais, comme Uillustre le schemasuivant

De plus, il est des cas particuliers ou cette technique ne =
permet pas d ’atteindre I optimum vrai (blocage sur une
aréte de la surface de réeponse).

e |l est tres préferable d ’utiliser la méthode du simplex qui
nécessite moins d’essais et ne peut pas présenter ce

phénomene de blocage. =]
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ContiHuang lzeeectwmrphe eikpériences (29) pour parvenir a
maxihapyimaim vrai avec la méthode de Friedman ...

Pointde |[—
départ







Conclusion : simplex ou plan d ‘experience ?

avantages
Plan d ’expérience Simplex
® Mmise en évidence de ® ne nécessite pas.de
chaque facteur et des modelisation
Interactions e applicable & n ’importe
e nombre d ’essais quelle surface de reponse
determine (planification) || e détection rapide des
e possibilite de prédire des points aberrants
réponses e nécessite parfois peu
e applicable au cas ou on a d ’essais
plusieurs réponses y




Conclusion : simplex ou plan d ‘experience ?
Inconvenients

Plan d ’expérience Simplex

e nécessite de choisir un e lerble de chaque facteur
modele qui peut se ne peut pas étre mis,en
révéler inadequat evidence

e difficulté de détecter des e le nombre d ’essais est
points aberrants au départ imprevisible

e localisation parfois peu e difficile a appliquer a des
précise de | ’optimum a essais de longue durée
cause de I"approximation | | ¢ yn simplex par réponse .
du modele




